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Resumen |  
 
Dos factores relevantes en la dinámica de transmisión de enfermedades infecciosas son la velocidad con la cual los individuos 
adquieren la enfermedad, y la transmisión vertical. En epidemiología el primer factor recibe el nombre de fuerza de infección. Este 
hecho ha motivado el modelado matemático que considere estos factores, sin embargo no siempre se consideran 
simultáneamente. En este trabajo, se formula y analiza un modelo matemático aplicado a la enfermedad de malaria, en el cual se 
incorporan ambos factores de forma simultánea. Por otro lado, para la población de mosquitos, además de la fuerza de infección 
clásica, se introduce una fuerza de infección que depende de la población total de mosquitos. 
 
Palabras Clave: Existencia de soluciones de equilibrio, estabilidad, bifurcaciones, función de Lyapunov.  
   
   
Abstract |  
 
Two important factors in the transmission dynamics of infectious diseases are the speed at which individuals acquire the disease 
and vertical transmission. The first factor is called infection force in epidemiology. This has motivated the mathematical modeling 
that considers these factors, however, they are not always considered simultaneously. In this paper, we formulated and analyzed a 
mathematical model applied to malaria disease in which both factors are incorporated simultaneously. Furthermore, for the 
mosquito population, in addition to classical force of infection, we introduce a force of infection that depends on the total 
mosquito population. 
 
Keywords: Existence of equilibrium solution, stability, bifurcations, Lyapunov function.  
 
 
1. INTRODUCCIÓN | 
La malaria es una enfermedad potencialmente mortal 
con alta incidencia en las regiones tropicales y subtropicales, 
incluyendo África, Asia, América Latina, Medio Oriente y 
algunas partes de Europa (The Rollback malaria partnership); 
esto la convierte en un problema de salud pública de gran 
relevancia a nivel mundial.  
En epidemiología, la fuerza de la infección se define 
como la tasa per cápita a la cual individuos susceptibles 
contraen una enfermedad infecciosa (Muench, 1934). Esta 
tasa depende del número de individuos infecciosos, número 
de individuos susceptibles y la tasa de contacto entre ambas 
poblaciones, que a su vez depende de aspectos 
epidemiológicos y ambientales tales como: densidad 
poblacional, clima, humedad, precipitación, entre otros. 
Mueller y sus colaboradores (Mueller et al., 1998), establecen 
que los factores anteriores contribuyen a la definición de 
fuerza de infección, la cual puede ser expresada y 





  (1) 
donde I  representa el número de individuos capaces de 
producir infección, N  la población total de individuos y   es 







el producto entre la tasa de contacto y la probabilidad de 
transmisión, bajo el supuesto de que el número de contactos 
es independiente del tamaño de la población. En 
consecuencia, si S  representa la población de individuos 
suceptibles a contraer la infección entonces Sfinf  representa 
la tasa a la cual se producen nuevas infecciones (Beaumont 
et al., 2002).  
En los modelos matemáticos clásicos de enfermedades 
transmitidas por vectores se han considerado las siguientes 

















donde HV  representa la probabilidad de infección de un 
humano por picadura de un mosquito infectado, VH  
representa la probabilidad de que un mosquito se infecte por 
picar a un humano infectado,   representa la tasa de 
picadura per cápita de mosquitos y   la tasa de inoculación 
entomológica. En este caso, HH S  representa la tasa de 
aparición de nuevos humanos infectados y VV S  la tasa de 
aparición de nuevos mosquitos infectados. Lo anterior, 
permite concluir que H  y V  miden el impacto que produce 
sobre la población de humanos la introducción un humano 
infectado (mosquito infectado, respectivamente) en la 
velocidad de transmisión de la enfermedad. Sin embargo, en 
ninguna referencia encontrada hasta la fecha, se considera el 
efecto que produce la introducción de un humano infectado 
en la población de mosquitos, en la velocidad de transmisión 
de la malaria, lo cual se representa definiendo la siguiente 









Por otro lado, en muy pocos casos se ha considerado el 
impacto de la transmisión vertical en malaria, aspecto que 
para ciertas regiones es fundamental debido a que la malaria 
en el embarazo hace parte de la emergencia de salud pública 
(Fonseca y Maestre, 2009).  
El uso de herramientas que describan de manera 
objetiva y precisa las características de la dinámica de una 
enfermedad, tales como los modelos matemáticos en 
ecuaciones diferenciales, permiten predecir su 
comportamiento y facilitan el desarrollo de estrategias de 
salud eficaces en el control de la enfermedad y por qué no de 
su erradicación.  
El modelado matemático para la malaria comenzó en 
1902 con Sir Ronald Ross (Ross, 1911), quien fue galardonado 
con el premio Nobel en Medicina por descubrir que esta 
enfermedad se transmite a través de la picadura de la 
hembra del mosquito Anopheles. Con su modelo Ross mostró 
a sus colegas que para erradicar la malaria no es necesario 
eliminar a los mosquitos, sino que es suficiente mantener su 
nivel poblacional por debajo de un umbral. En 1927, Kermack 
y McKendrick (Sobrebon et al., 2002) formulan un modelo 
matemático en ecuaciones integrodiferenciales con retardo 
que modela el flujo de susceptibles, infectados y 
recuperados en un proceso epidémico. Usando una versión 
simplificada de este modelo obtienen el llamado Teorema del 
Umbral, piedra angular de la Epidemiología Matemática. Este 
resultado establece condiciones sobre las tasas de infección 
y recuperación, así como en el número inicial de susceptibles 
para que la introducción de un individuo infeccioso en una 
comunidad, de lugar a un brote epidémico. En 1957, 
MacDonald (Macdonald, 1957) modificó el modelo de 
Kermack y McKendrick a un modelo de dos dimensiones con 
una variable para representar la población de humanos y 
otra para representar los mosquitos. Una importante 
extensión de este modelo fue propuesta por Dietz, 
Molineaux y Thomas (Dietz, 1974), quienes agregaron la 
inclusión de la inmunidad. Ngwa and Shu (Nwa y Shu, 2000), 
propusieron un modelo en ecuaciones diferenciales 
ordinarias en el cual incluyeron cuatro diferentes estados 
para los humanos (susceptible-expuesto-infectado- 
recuperado) y tres diferentes estados para los mosquitos 
(susceptible-expuesto-infectado), donde estos estados 
interactúan a tasas diferentes. El modelo de Ngwa y Shu fue 
después estudiado y mejorado por Chitnis (Chitnis et al., 
2006; Chitnis et al., 2008).  
Hasta el momento se han formulado modelos 
matemáticos con fragmentación espacial del ambiente 
(Torres-Sorando et al., 1997; Rodriguez et al., 2001), modelos 
para enfermedades transmitidas por vectores en los cuales 
se considera resistencia a medicamentos (Esteva y Yang, 
2005; Tchuenche et al., 2011), modelos en los cuales se 
supone que los humanos infectados poseen una movilidad 
inferior que los humanos susceptibles (Basañez, 2004), y 
también modelos para la distribución espacial de la malaria 
(Rainey et al., 2007). Los modelos multiparche han sido 
construidos para estudiar la propagacíón espacial de las 
enfermedades infecciosas cuando hay viaje de poblaciones 
de una región a otra (Hasibeder y Dye, 1988; Dye y 
Hasibeder, 1986 ; Smith et al., 2004; Auger et al., 2008; Arino 
et al., 2012; Gao y Ruan, 2012; Crosner et al., 2009 ).  
En el presente trabajo se modela usando un sistema de 
ecuaciones diferenciales ordinarias, el fenómeno de 
transmisión de la malaria cuando esta enfermedad no 
solamente se adquiere por transmisión vectorial, sino 
también vertical, con el fin de comparar el impacto de los 
resultados del modelo con la fuerza de infección de los 
humanos contra la fuerza de infección de los mosquitos.  
 2. MODELO MATEMÁTICO Y CONJUNTO DE 
INTERÉS EPIDEMIOLÓGICO | 
En esta sección se formula un sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias que describe la interacción de 
humanos y mosquitos en la epidemiología de la malaria bajo 







las siguientes hipótesis: para la población humana el modelo 
matemático es de tipo Susceptible-Expuesto-Infectado-
Recuperado (SEIR), mientras que para la población de 
mosquitos se utiliza un modelo matemático tipo Susceptible-
Infectado (SI). El corto ciclo de vida de los mosquitos, 
particularmente reducido por los constantes cambios de 
clima, hace que sea irrelevante considerar el paso por el 
estadío de expuestos, mientras que para la población 
humana considerar su periodo de latencia, hace que no sólo 
se reduzca a largo plazo la población de individuos 
infectados sino que también las tasas de progresión a 
expuestos e infectados (Mandal et al., 2011). )(tSH , )(tEH , 
)(tIH  y )(tRH  denotan, respectivamente, la población de 
humanos susceptibles, expuestos, infectados y recuperados 
en el tiempo t , y )(tSV , )(tIV  las poblaciones de mosquitos 
susceptibles e infectados en un tiempo t , respectivamente. 
Por conveniencia se redefine la fuerza de infección de 










donde  HVh = , análogamente se redefinen las fuerzas 
















donde  VHv = . En el modelo se considera que los 
humanos susceptibles se reclutan a una tasa constante H , 
pasan a ser expuestos por contacto con mosquitos 
infectados a una tasa HH S . Además presentan una muerte 
natural o emigración percápita HH S . Los humanos 
expuestos se infectan a una tasa percápita HS  donde   
representa el periodo de incubación de la enfermedad. Otro 
factor que incrementa la población de humanos infectados 
es la transmisión vertical, el cual es modelado por el término 
HI , donde   representa la tasa percápita de transmisión 
vertical. Por otro lado, los humanos infectados se recuperan 
a una tasa HI , donde   representa la tasa de recuperación 
espontánea y mueren debido a la infección a una tasa 
percápita HI . Una proporción de humanos recuperados de 
la infección pasan a ser susceptibles nuevamente a una tasa 
percápita HR , donde   representa una tasa percápita de 
pérdida de inmunidad temporal. La población de mosquitos 
susceptibles se recluta a una tasa constante V , se ve 
disminuida por infección debido al contacto con humanos 
infectados mediante el término ViS  para 1,2=i . La 
población de mosquitos susceptibles e infectados 
disminuyen por muerte o emigración percápita con 
constante de mortalidad o emigración V .  
Bajo las consideraciones anteriores, se formula el 
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,  





 =   





)(=     





)(=     





)(=     





 =   








La Tabla 1 muestra los parámetros incluidos en el 
modelo matemático anterior, con sus unidades y respectiva 
interpretación, en donde la unididad de tiempo es un día. 
  Tabla  1. Parámetros incluidos en el modelo (6), descripción y dimensiones. 
 Parámetro   Dimensión   Interpretación  
H
 Hum. X día-1 Tasa de reclutamiento o inmigración de hum.  
  día-1 Tasa per. de pérdida de inmuni. 1/  prom. 
duración período inmune  
HV
 Adimensional  Prob. de infección de hum. por mosq.  
VH
 Adimensional  Prob. de infección de mosq. por hum.  
  día-1 Tasa de picadura percápita de mosq.  








Tasa percápita muerte natural o emigración de 
mosq.  
  día-1 
 Tasa per. de progresión de expue. a infect. 
1/  duración de período de laten.  
  día-1  Tasa percápita de muerte por infección  
  día-1  Tasa per. de recuperación. 1/  duración del 
período infeccioso  
  día-1  Tasa percápita de transmisión vertical  
V
 Mos. X día-1 
Tasa de reclutamiento o inmigración de 
mosquitos  
2.1. Conjunto de interés epidemiológico 
El conjunto de interés biológico para el sistema (6) está 










































*  es una condición necesaria para 
que m  siempre sea positiva. En el Lema 2.1 se prueba que el 
sistema (6) está bien planteado en el sentido de que las 
soluciones con condiciones iniciales no negativas se 
mantienen no negativas para todo 0t , es decir, el conjunto 
  es positivamente invariante bajo el flujo definido por el 
sistema de ecuaciones diferenciales (6).  
Lema 2.1  Si 1<* , entonces el conjunto   definido en (7) 
es positivamente invariante para las soluciones del sistema (6).  
 Demostración. Considérense las condiciones iniciales 
 00 VH NN  donde 







(0))(0),(=(0)),(0),(0),(0),(= 00 VVVHHHHH ISNRIESN  
Sumando las cuatro primeras ecuaciones del sistema (6) 





   (9) 
Si 0*   entonces a partir de (9) se obtiene la siguiente 
desigualdad  
,HHHH NN 
   





   (10) 









  (11) 
integrando en ambos lados de (11) entre 0  y t  se 
obtiene  
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 0  
 










Por otro lado, si 1<<0 *  y dado que )()( tNtI HH  , 
entonces a partir de (9) se tiene  
 
HHHHHH NNN  
*   
,1)(= * HHH N   (15) 



















































HN , luego  










































































luego por (14), (17) y con base a la Definición de m  dada 
en (8) se concluye que 
.)( mtNH   (18) 
De manera análoga tomando las dos últimas ecuaciones 
de (6) se tiene que 
,= VVVV NN 
   





   (19) 














































































 0  
 










Finalmente, evaluando el campo vectorial definido en la 
parte derecha del sistema (6) en la frontera de  , se verifica 
que el vector director de dicho campo apunta hacia el 
interior de  . De lo anterior y puesto que el campo vectorial 
definido en la parte derecha de (6) es continuamente 
diferenciable se sigue el resultado así como también 
existencia y unicidad de soluciones.  
3. SOLUCIONES DE EQUILIBRIO | 
 En esta sección se determinan la soluciones de 
equilibrio del sistema (6), en particular se verifica que la 







solución de equilibrio libre de infección denotada como 0E  es 
única sin importar la fuerza de infección de los mosquitos 
considerada. Obsérvese que las soluciones de equilibrio de 
(6) se obtienen solucionando el siguiente sistema de 
ecuaciones algebraicas 
 0=)(0,=)( HHHHHHHHH ESSR     
 0=)(0,=)( HHHHHH RIIE     
                  1,2.=0=0,=)( iISS VVViVViV    (22) 
Cuando 0==== VHHH IRIE  el sistema (22) tiene una 
















 Ahora, se analizarán las soluciones de equilibrio 
endémicas de (6) cuando alguna de las fuerzas de infección 
es constante o cuando ninguna lo es. Para este fin, se 



















3.1. Caso 1: alguna de las fuerzas de infección es 
constante 
 Se inicia considerando 1  constante. Despejando HI  de 







Sumando las cuatro primeras ecuaciones de (22) se 
obtiene la siguiente ecuación 
0.=)( HHHHH IN    (26) 














 Obsérvese que HN  definido en (27) es positivo si y sólo 























Reemplazando (29) en la tercera y cuarta ecuación de 































 En seguida, sumando las dos primeras ecuaciones de 










   
(31) 
































































 Los resultados de existencia de soluciones de equilibrio 
para la fuerza de infección 1  constante se resumen en la 
Proposición 3.1.  
Proposición 3.1  El sistema (6) siempre tiene un equilibrio 
libre de infección 0E  definido en (23). Además, cuando 1  
es constante se tiene que   






 entonces   
     (a) Si 11 R  no existen equilibrios endémicos.  
     (b) Si 1>1R  existe un equilibrio endémico.  






 no existen equilibrios endémicos.  
 Para 2  y H  constantes, siguiendo un procedimiento 
similar al anterior se obtienen los resultados dados en 
las Proposiciones 3.2 y 3.3, respectivamente.  




















El sistema (6) siempre tiene un equilibrio libre de infección 
0E  definido en (23). Además, si 2  es constante se tiene 
que   












 entonces   
    (a) Si 12 R  no existen equilibrios endémicos.  
    (b) Si 1>2R  existe un equilibrio endémico.  












 no existen equilibrios endémicos.  
 Proposición 3.3  Sea  























 un parámetro positivo. Entonces el sistema (6) 
siempre tiene un equilibrio libre de infección 0E  definido 
en (23). Además, cuando H  es constante se tiene que   
1.  Si 13 R  no existen equilibrios endémicos.  
2.  Si 1>3R  existe un equilibrio endémico.  
 Nota 3.1  La razón epidemiológica de considerar las 
fuerzas de infección para humanos y mosquitos 
constantes, es el hecho de que en la naturaleza existen 
poblaciones en las cuales el cociente entre el número total 
de individuos y el número total de individuos infectados es 
constante en el tiempo. Bajo esta hipótesis los resultados 
obtenidos en las Proposiciones 3.1-3.3 indican que con el 
fin de controlar la infección, basta tomar medidas que 
garanticen mantener el umbral jR , 1,2,3=j  por debajo 
de uno.  
3.2. Caso 2: ninguna fuerza de infección es constante 
 Se inicia el análisis considerando la fuerza de infección 
de mosquitos 1  definida en (5). En este caso se define el 
























el cual será calculado en la Sección 4.1.  Sumando las 
cuatro primeras ecuaciones de (22) se obtiene que 
0,=)( HHHH IN     









Análogamente, sumando las dos últimas ecuaciones de 
(22) se obtiene 
0,=)( VVVV IS  
  



























Sumando las dos primeras ecuaciones de (22) se obtiene 
0.=)( HHHHHH SER     










   
(40) 




















Reemplazando 1  definido en (5) en la sexta ecuación de 









Reemplazando VS  definido en (38) y HN  definido en 































































































Reemplazando H  definido en (4), HS  definido en (41) y 







































                  (46) 























Reemplazando VI  definido en (44) y HN  definido en (37) 



















































     
(48) 
Como 0HI , pues se está considerando existencia de 
soluciones de equilibrio endémicas, usando (24) y (36), la 
ecuación anterior puede simplificarse como la siguiente 
ecuación cuadrática para HI   












































Simplificando los coeficientes la ecuación anterior, se 
reescribirse como 
  0,=2 cbIIa HH   (49) 
donde  

































En el Lema 3.1 se caracteriza L  definido en (52) en 
términos de 
* . 






























2.  Si 
*** >   entonces 1<L , mientras que si 
***    
entonces 1L .  
Demonstración.    1.  Reescribiendo la expresión para 
**  

























y si 1=  entonces /2= 1
**   . Por lo tanto /21
**   .  





















Por lo tanto L  puede ser visto como una función lineal 
en la variable 
*  con pendiente negativa, esto es, como 
una función decreciente de 
* . Por otro lado, la 
ecuación 1=L  es equivalente a 










































          .= **  (54) 
Luego, se satisface que si 
*** >   entonces 1<L ,    
mientras que si 
***    entonces 1L .  
 En las Proposiciones 3.4 y 3.5 se dan condiciones para la 
existencia de soluciones endémicas del sistema (6) 
considerando la fuerza de infección para mosquitos 1 . La 
prueba de estas proposiciones de deduce del análisis de los 
signos de los coeficientes a , b  y c  de la ecuación cuadrática 
(49).  
Proposición 3.4  Supóngase que 
***   .   
1.  Si 1
*    entonces   
     (a) Si 1<0R  se tienen las siguientes posibilidades   
* Si 
*








00 > RR  existen dos soluciones de equilibrio 
endémicas.  
(b) Si 10 R  existe una única solución de equilibrio        
endémica.  
 2.  Si /2< 1
*
1    entonces   
(a) Si 10 R  existe una única solución de equilibrio   
endémica.  
(b) Si 1>0R  no existen soluciones de equilibrio 
endémicas.  
Proposición 3.5  Supóngase que 
*** >  .   
1.  Si 1
*    o 0
*   entonces   
(a) Si 10 R  no existen soluciones de equilibrio 
endémicas.  
(b) Si 1>0R  existe una única solución de equilibrio 
endémica.  
2.  Si 0<<
*
1   entonces   
(a) Si 10 R  existe una única solución de equilibrio 
endémica.  
(b) Si 1>0R  existen dos soluciones de equilibrio 
endémicas.  
 Nota 3.2  Obsérvese que la Proposición 3.4-1, sugiere la 
existencia de una bifurcación hacia atrás, mientras que la 
Proposición 3.4-2, sugiere la existencia de una bifurcación 
hacia adelante. Por otro lado, en la ecuación (52) si 0=
*  
entonces 1<L , lo cual implica que la condición 1 de la 
Proposición 3.5 siempre se satisface. Por lo tanto, la 
Proposición 3.5 muestra que el sistema (6) con 1  
solamente puede exhibir una bifurcación hacia adelante  
cuando 0=
* .  
 A continuación se analiza la existencia de soluciones 
endémicas considerando la fuerza de infección para 







mosquitos 2  dada en (5). Para este fin, se define el número 















el cual será calculado en la Sección 4.1. Reemplazando 
















 Reemplazando HI  definido en (56) en la tercera y cuarta 


































































Después de reemplazar HS , HI , HR  y HE  definidas en 





























 Reemplazando H  definido en (4) en la segunda 











Ahora, reemplazando (57), (58) y (59) en la ecuación 




















































































































































0.=  (63) 
Multiplicando ambos lados de la igualdad (63) por 2VS , se 
obtiene la siguiente ecuación cuadrática para VS   














































































Siguiendo un procedimiento similar al realizado para la 
ecuación cuadrática (49), en la Proposición 3.6 se establecen 
condiciones para la existencia de soluciones endémicas para 
el sistema (6) con 2 .  






































































































 El sistema (6) siempre tiene un equilibrio trivial libre de 
infeción 0E  definido en (23). Además,   
1.  si 0
*  , entonces existe un único equilibrio endémico.  
2.  si 0<
* , se presentan la siguientes opciones:   
(a) si 1<<0  , entonces existen dos equilibrios 
endémicos.  
(b) si 1= , entonces existe un único equilibrio 
endémico.  
          (c) si 1> , no existen equilibrios endémicos.  
 4. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE 
EQUILIBRIO | 
 En esta sección se analizará la estabilidad de las 
soluciones de equilibrio del sistema (6).  
4.1. Estabilidad local del equilibrio libre de infección 0E  
 Usando el método de la matriz de la siguiente 
generación descrito en Driessche y Watmough (2002), se 
calculan los números reproductivos básicos definidos en las 
ecuaciones (36) y (55) asociados a i , 1,2=i  del sistema (6). 
Además, se probará que la solución de equilibrio libre de 
infección 0E  dada en (23) es local y asintóticamente estable si 
1<0R  y 1)<( 0P , independientemente de la fuerza de infección 
que se considere. Reorganizando los compartimentos del 
sistema (6) de la forma 
),,,,,,(= HVHVHH RSSIIEX
  







en el cual los tres primeros compartimientos 
corresponden a los individuos infecciosos, se obtiene el 
sistema  
,= VFX  (67) 
donde, F  recibe el nombre de matriz de aparición de 
nuevas infecciones y  VVV =  matriz de transferencia, las 












































































































































































































Obsérvese además que  
1,...,6.=,== ifX iiii VF 
  
Denótese por sX  al conjunto de todos los equilibrios 
libres de infección del sistema (6), entonces  
1,2,3}=para0,=:),,{(= 661 iXRXXX is    
}.{= 0E
  
A partir del Lema 1. de Driessche y Watmough (2002) se 
establece que la matriz jacobiana )( 0EDf  del sistema (6) se 
puede reescribir de la siguiente manera 










































































i VF  
(72) 
Más aún, a partir del Lema 1. de Driessche y Watmough 
(2002) se concluye que F  es una matriz no negativa, V  es 
una M -matriz no singular y todos los valores propios de 4J  
tienen parte real positiva. En consecuencia, para el sistema 
(6) se obtienen iF , iV  y 
iJ 4  para cada i  las cuales vienen 




























































































Debido a la no singularidad de la matriz V , nótese que 











































Por lo tanto, según Driessche y Watmough (2002) se 
verifica que la matriz de la siguiente generación en cada uno 























































































Un valor propio de la matriz iP , 1,2=i  es 0=1
i , mientras 
que para 1P  los demás valores propios vienen dados por la 

















Por lo tanto, el radio espectral de la matriz 1P  denotado 
como 0R  es el número reproductivo básico definido en (36). 







Para la matriz 2P  los demás valores propios vienen dados por 

















de donde se obtiene el número reproductivo básico 0P  
definido en (55).  
 A continuación se prueba la estabilidad asintótica local 
del equilibrio libre de infección 0E .  
Proposición 4.1  Si 1<0R  o 1<0P , el equilibrio libre de 
infección 0E  definido en (23) del sistema (6) es local 
asintóticamente estable en   definido en (7). Si 1>0R  o 
1>0P  entonces 0E  es inestable.  
Demostración. Basta verificar que el sistema (6) satisface 
las hipótesis ( 1A )-( 5A ) de [11], donde el contador j  
representa un compartimiento del sistema reorganizado 
(67). 
 1.  ( 1A ): Si 0X  entonces jF , 

jV  y 

jV  0  1,...,6=j . En 
efecto, pues cada función representa una transferencia 
directa de individuos (humanos y mosquitos).  
2.  ( 2A ): Si 0=jX  entonces 0=

jV  1,2,3=j . En efecto, 




2V  y 

3V  son todas 
iguales a cero.  
3. ( 3A ): 0=jF  3>j . De (68) se observa que 
0=== 654 FFF .  
4.  ( 4A ): Si sXX   entonces 0=)(XjF  y 0=

jV  1,2,3=j . 
Puesto que }{= 0EX s , entonces de (71) se observa que 
0=)(=)(=)(=)(=)(=)( 030201030201 EEEEEE
 VVVFFF .  
5.  ( 5A ): En una vecindad del cero todos los valores 
propios de )( 0EDf  tienen parte real negativa. Para 
verificar esta propiedad basta notar que de (70) el 
conjunto de valores propios de )( 0EDf  está particionado 
en el conjunto de valores propios de la matriz VFi   y la 
matriz 4J . Puesto que la parte real de los valores 
propios de 4J  son positivos, entonces la parte real de los 
valores propios de 4J  tienen parte real negativa. Luego 
el signo de la parte real de los valores propios de )( 0EDf  
está caracterizado por el signo de la parte real de los 
valores propios de VFi  . Sea 
.=1 VFJ i
i   (77) 
El Teorema 2. de Driessche y Watmough (2002) 
garantiza que 0<)( 1Js  si y sólo si 1<, 00 PR , donde )( 1
iJs  
denota la abscisa espectral de la matriz iJ1  (el máximo de la 
parte real de todos los valores propios de iJ1 ). Puesto que la 
parte real de los demás valores propios de iJ1  es menor que 
)( 1
iJs , entonces se concluye que la parte real de todos los 
valores propios de la matriz iJ1  tienen parte real negativa si y 
sólo si 1<, 00 PR .  
 4.2  Estabilidad global del equilibrio libre de infección 
 A continuación, usando el principio de invarianza de 
Lasalle y el Teorema de Lyapunov (Perko, 1991), se prueba la 
estabilidad asintótica global de la solución de equilibrio libre 
de infección 0E . La Proposición 4.2 se plantea para la fuerza 
de infección de mosquitos 1 , el caso 2  es análogo y se 
enuncia en la Proposición 4.3.  
Proposición 4.2  Si 0*   y <20R , entonces el equilibrio 
trivial libre de infección 0E  es global asintóticamente 















Demostración. Por la Proposición 4.1, se sigue que 0E  es 













Mediante cálculos sencillos se verifica que  
.1= 20* RR  (80) 
Ahora bien, supóngase que <20R , lo cual por (80) es 
equivalente a suponer que 1<*R , y sea 
))(),(),(),(),(),(( tItStRtItEtS VVHHHH  una solución positiva del 
sistema (6) para la cual )()(=)( tItStN VVV  , entonces por 










Puesto que )(<)( tNtI HH  y 0
*  , entonces  
        
HHHHHH INtN
*=)(    
                    
HHHHH NN
*>    
                    .)(1= * HHH N   
 Luego  










Se probará la existencia de una función de Lyapunov 
para el sistema trasladado  
),(=)()(= 00 xfEFExFx    
donde el sistema  
)(= yFy   
tiene a 0=y  como solución de equilibrio y F  
representa el campo vectorial definido por el lado izquierdo 
del sistema (6). Considérese la siguiente función:  

























































A continuación se prueba que la función V  definida en 
(81) es una función de Lyapunov. En efecto, V  es definida 
positiva pues 0=)(=)(
*













( EISRIES VVHHHH , y además la derivada orbital 













































































































































 ])(1)[( *  































































Por el Lema 2.1 el primer factor es positivo y por 
hipótesis se tiene que 1<*R . Entonces 0V , 0 HI  y 
0 VI . Sea  
0},=:),,,,,{(= VISRIES VVHHHH
   
entonces  
0}=:),,,,,{(0}=:),,,,,{( VVVHHHHHVVHHHH IISRIESIISRIES 
Sea '  el mayor conjunto invariante con respecto (6) y 
sea 
),,,,,( VVHHHH ISRIES  (67) 
una solución de (6) en ' , entonces ),,,,,( VVHHHH ISRIES  
está definida y es acotada .Rt  Puesto que 
0}=:),,,,,{( HVVHHHH
' IISRIES  entonces 0)( tIH , y 
reemplazando en el sistema (6) se obtiene que 
0)()()(  tItRtE VHH , mientras que de la primera y quinta 
ecuación de (6) se obtiene que HHH tS /)(   y VVV tS /)(  . 
Por tanto }{= 0E
' . Por principio de invarianza de LaSalle, 0E  
es un atractor global, es decir 0E  es global asintóticamente 
estable cuando <20R .  
 Corolario 4.1 Si 0=*  y 1<0R , entonces el equilibrio libre 
de infección 0E  del sistema (6) es globalmente 
asintóticamente estable.  
Demostración. Basta observar que de la definición de   
que cuando *  entonces 1= .  
 Para el caso de la fuerza de infección de los mosquitos 
2  se tiene la siguiente proposición.  
Proposición 4.3  Si 1<0P , entonces el equilibrio trivial libre 
de infección 0E  es global asintóticamente estable en  .  
 Demostración. Considerando la función de Lyapunov 







se verifica que la derivada orbital de V  sobre el sistema 
(6) es no negativa.  
 4.3  Estabilidad de las soluciones de equilibrio 
endémicas para el caso constante 
 A continuación, se analizará la estabilidad asintótica 
local de las soluciones de equilibrio endémicas del sistema 
(6) para i , 1,2=i  constantes. Se iniciará analizando la 
estabilidad local de los equilibrios endémicos a través de la 
linealización del sistema (6) alrededor del equilibrio 
endémico E , la cual está dada por XEJX )(= , donde 
),,,,,(= VVHHHH ISRIESX  y la matriz jacobiana J  evaluada en 













































































































































































Obsérvese que para 1  constante, se satisface que  
        )(=)(=)(=)(=)(=0 5654535251 EjEjEjEjEj  
)(=)( 155 VEj  
 











En este caso se verifica que los valores propios de )(EJ  
definida en (82) están dados por 
,=),(= 211 VV  
  






4 aaaa    (84) 
 donde  
443322111 = jjjja 
 
1221124433443322443322112 )()(= jjjjjjjjjjjja  
 
)()(= 441112443322443344223322113   jjjjjjjjjjjjja
 
       
122144331221 )( jjjjjj 
 
).()()(= 4421441112211412114433211222114 jjjjjjjjjjjjjjja  
 
El criterio de Routh-Hurwitz [13] establece que si 0>4a , 
0>= 11 aD , 0>= 3212 aaaD   y 0>)(=
2
3413213 aaaaaaD  , 
entonces las raíces de la ecuación (84) tienen parte real 
negativa. A partir de los componentes rsj  definidos en (83) 
se obtienen la siguientes desigualdades 
.>y>,>,>0,> 3314441222211111  jjjjjjjj 
 (85) 
Después de algunos cálculos y simplifaciones, y además 
utilizando las desigualdades definidas en (85) se verifica que 
0>)]([> 12212111144  jjjjja   
0>= 11 aD
  
3212 = aaaD 
  
     )()()(= 33211244332221
2
11   jjjjjjjj H   
        0.>)])(()[( 4433221144334433 jjjjjjjj   (86) 
 Siguiendo un procedimiento similar se verifica que 
0>4132 aaaa  . Además, multiplicando la desigualdad anterior 
por 1a  y repitiendo el procedimiento se verifica que 0>3D . En 
consecuencia, todos los valores propios de )(EJ  tienen parte 
real negativa lo cual implica la estabilidad local del equilibrio 
endémico E . Los resultados anteriores se resumen en la 
siguiente proposición.  
Proposición 4.4  Si 1  es constante, entonces el equilibrio 
endémico E  es local asintóticamente estable en   
cuando 1>1R .  
 Siguiendo un procedimiento similar se obtienen 
resultados análogos para el equilibrio endémico E
~  cuando 
2  constante y para el equilibrio endémico 
*E  cuando H  es 
constante.  
Nota 4.1 A partir de los resultados teóricos  anteriores se  
verifica la existencia de una bifurcación hacia adelante 
cuando alguna de las fuerzas de infección es constante; es 
decir, el equilibrio libre de infección estable se bifurca en 
un equilibrio endémico estable cuando el número 
reproductivo básico es uno.  
5.  SIMULACIONES NUMÉRICAS | 
 Los valores de los parámetros descritos a continuación 
fueron tomados de los informes presentados por el Sistema 
Nacional de Vigiliancia en Salud Pública (SIVIGILA) en el 
Pacífico Nariñense, durante el periodo comprendido entre 
finales del año 2000 y el año 2001, periodo en el cual se 
registró un crecimiento acelerado de casos de malaria en los 
municipios ubicados en la costa pacífica nariñense. Dentro de 
la misma zona se pudo observar un dinamismo de la 
enfermedad, lo cual provocó que ciertos municipios 
presenten un mayor riesgo que otros. Por tal razón, al 
estratificar el riesgo por municipios y sectores en el año 2001, 
se permitió hacer un seguimiento más cercano del 
comportamiento de la enfermedad con el fin de precisar en 
las medidas de control a tomar. Los rangos para los valores 
de los parámetros fueron tomados de Chitnis (2005).  
 A continuación se caracterizan dos conjuntos de valores 
para los parámetros del modelo (6): el conjunto de 
parámetros para zonas de transmisión alta y zonas de 
transmisión baja en San Andrés de Tumaco-Nariño (SAT). 
Cuando la fuerza de infección para mosquitos considerada es 
1 , se tiene que en zonas de transmisión alta 8.04=0R  y las 
soluciones de equilibrio tienden al equilibrio endémico =E
(8.621, 2.703, 69.717, 18.236, 8.587, 36.997), mientras que en 
zonas de transmisión baja 0.56=0R  y las soluciones tienden 
al equilibrio endémico =E (5.230, 1.242, 10.720, 3.171, 22.040, 
41.660). Cuando la fuerza de infección es 2 , en zonas de 
transmisión alta 5.99=0P  y las soluciones tienden al 
equilibrio endémico =E (7.814, 2.729, 70.391, 18.415, 4.346, 
41.238) y en zonas de transmisión baja 0.42=0P  y las 
soluciones tienden al equilibrio trivial 0E  definido en (23).  
 En la Tabla 2 se muestran los valores asignados para los 
parámetros descritos en la Tabla 1, los cuales están medidos 
en días como unidad de tiempo. 
Tabla  2. Valores de los parámetros del sistema (6) con unidad de tiempo días. 
La descripción de los parámetros se encuentra en el Cuadro 1.  
Parámetros Zonas transmisión alta Zonas transmisión baja 
  0.10 0.10 
V
 0.0039 0.0025 
H  
0.00102 0.00125 
  0.0090 0.009 
  0.0029 0.0029 
HV
 0.70 0.40 
VH
 0.20 0.32 
  0.45 0.29 
  0.27 0.10 
  0.0091 0.0002 
V
 180 160 
H
 100 90 













Figura  1. Gráficas para las simulaciones numéricas del sistema (6) en zonas de transmisión alta de SAT. A la izquierda considerando la fuerza de 
infección para mosquitos 1  y a la derecha considerando 2 . En este escenario con 1  se tiene que 8.04=0R  y las soluciones tienden al 
equibrio =E (8.621, 2.703, 69.717, 18.236, 8.587, 36.997). Con 2  se tiene que 5.99=0P  y las soluciones tienden al equilibrio =E (7.814, 2.729, 
70.391, 18.415, 4.346, 41.238). Las condiciones iniciales fueron (30.000, 28.000, 22.000, 10.000, 10.000, 8.00). Las simulaciones fueron realizadas 
usando ode45 de MATLAB. 
 
De la Figura 1 obtenida con datos de zonas de 
transmisión alta en SAT, se puede observar que cuando en el 
sistema (6) se considera la fuerza de infección de los 
mosquitos 2  se obtiene un leve aumento de los casos de 
humanos infectados y una disminución considerable de los 
casos de mosquitos infectados, con respecto a los resultados 
obtenidos con la fuerza de infección 1 , lo cual sugiere que 
con la inclusión de estrategias de control en el modelo, la 
erradicación de la infección se obtendría más fácilmente 
considerando la fuerza de infección 2 . La afirmación 
anterior es corroborada si se observa la Figura 2, pues para 
zonas de transmisión baja en SAT, con la fuerza de infección 
de los mosquitos 1  se observa que las soluciones tienden a 
un equilibrio endémico, mientras que cuando se considera 
2  se obtiene la solución de equilibrio libre de infección. Lo 
anterior resulta evidente, teniendo en cuenta que para el 
modelo que considera 2  no existe una bifurcación hacia 
atrás. 
6.  DISCUSIÓN | 
 En este trabajo se modeló la dinámica de transmisión de 
la malaria considerando la interacción entre la población 
humana HN  en los estadíos de susceptibles, expuestos, 
infectados y recuperados de la enfermedad, y la población 
de mosquitos VN  en los estadíos de susceptibles e 
infectados con Plasmodium, el párasito que ocasiona la 
enfermedad de malaria. La transmisión de la enfermedad fue 
modelada de forma horizontal, es decir por picadura del 
mosquito, y de forma vertical, esto es, de madre infectada a 
hijo. Se propusieron dos modelos distintos: uno cuando la 
fuerza de infección del mosquito depende de la población 
total humana, la cual es clásica en la literatura, y el otro 
cuando la fuerza de infección de los mosquitos depende de 
la población total de los mosquitos, la cual no se ha 
encontrado aún en referencias.  
 Los resultados del análisis cualitativo del modelo 
evidenciaron la existencia de una única solución de equilibrio 
libre de infección 0E , cuya existencia es independiente de la 
fuerza de infección considerada. Se probó, usando el número 
reproductivo básico para cada caso, que la solución de 
equilibrio libre de infección es local y asintóticamente 
estable, siempre y cuando el número reproductivo básico se 
mantenga por debajo de uno; con condiciones adicionales se 
logró probar la estabilidad asintótica global del equilibrio 
libre de infección. Lo anterior sugiere que cuando el número 
de infecciones secundarias producidas por la introducción de 
un individuo infectado a una población susceptible es menor 
que uno, la enfermedad de malaria puede controlarse 
empleando esfuerzos mínimos.  
 Otro resultado interesante, hace referencia a la 
dependencia de los números reproductivos básicos a los 
parámetros. En la literatura se encuentra que el número 
reproductivo básico no depende explícitamente del período 
de latencia de los humanos  , mientras que en el presente 
trabajo se encontró que el número reproductivo básico para 
cada una de las fuerzas de infección consideradas, depende 
explícitamente del parámetro  , cuya inclusión según 
Mandal (2011) se ha demostrado que no solamente reduce a 
largo plazo la prevalencia de individuos infectados, sino que 
también la tasa de progresión a dicho estado.  
   
 









Figura  2. Gráficas para las simulaciones numéricas del sistema (6) en zonas de transmisión baja de SAT. A la izquierda considerando la fuerza 
de infección para mosquitos 1  y a la derecha considerando 2 . En este escenario con 1  se tiene que 0.56=0R  y las soluciones tienden al 
equilibrio =E (5.230, 1.242, 10.720, 3.171, 22.040, 41.660). Paran 2  se tiene que 0.42=0P  y las soluciones tienden al equilibrio trivial. Las 
condiciones iniciales fueron (30.000, 28.000, 22.000, 10.000, 10.000, 8.00). Las simulaciones fueron realizadas usando ode45 de MATLAB. 
 
Por otro lado, el 0R  definido en (36) y el 0P  definido en 
(55) son independientes de la tasa de recuperación, además 
son crecientes con respecto a los parámetros h  y v , 
mientras que decrecen con respecto a los parámetros v ,   
y * , lo cual sugiere que para efectos de incorporar 
estrategias de control, se deberían tener en cuenta aquellas 
que afecten directamente la tasa de contacto entre humanos 
y mosquitos, tales como repelentes o toldillos, entre otros. 
El análisis de existencia de soluciones de equilibrio 
mostró que la existencia de soluciones endémicas depende 
de la fuerza de infección considerada. Para el caso constante 
se evidencia la existencia de un solo equilibrio endémico el 
cual es local asintóticamente estable, sugiriendo la 
estabilidad global del equilibrio endémico. Para el caso no 
constante, bajo ciertas condiciones de los parámetros, 
existen uno o dos equilibrios endémicos, es decir, se sugiere 
la existencia de una región de bi-estabilidad, así como 
también de bifurcaciones transcríticas hacia adelante o hacia 
atrás.  
 Las simulaciones numéricas mostraron la posibilidad de 
disminuir los esfuerzos para controlar la enfermedad si se 
considera la fuerza de infección para los mosquitos 2 , lo 
cual sugiere que la enfermedad es más fácil de controlar 
cuando alguna de las fuerzas de infección es constante; es 
decir, cuando existe una relación de proporcionalidad entre 
la población total de individuos y la población de individuos 
infectados.  
 Para trabajos futuros se espera probar la estabilidad 
global del equilibrio endémico para el caso de fuerzas de 
infección constantes, así como también probar la existencia 
de bifurcaciones transcríticas. También se espera incluir 
parámetros de control para la enfermedad y hacer análisis 
costo-efectividad de las estrategias de control consideradas. 
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